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Théorie des ensembles 0 O Langage formel de la théorie des ensemble [ O
Objectif: On prend le largge de la logique du ler ordneca
Définir la notion d’ensemble axiomatiquement
- Comment construire des ensembles ? les symboles de prédicat

- Qu’'est-ce que l'appartenance a un ensemblealitégd’ensembles ? ‘=" (binaire)

Comment defiir des relations et fonctions % 'égalité des ensembles, --> a distinguer des auteditédsy
‘0 (binaire)
appartenance d’un objet a un ensemble

Peut-on éviter les contradictions entre axiomes ?
Y a-t-il un ensemble des ensembles ?

les\ariables : X, yz, X, X, ..., X,Y, Z, X1, Xy, ...

Référence )
les constantes : a, b, g, &, ...

R. Cori, D. LascarLogigue mathématique | et Il, Masso@siB, 1993 ) .
g4 q d Notation: F[x, ..., X,] une formule ouerte ou %, ..., X, sont les

variables libres.
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Théorie de Zermelo Fraenkel (ZF) 0 O Axiome d’extensionnalité 0
Axiome d’extensionnalité (égjité d’ensembles) Deux ensembles sontagx si et seulement si ils possedent les mémes
éléments.

Axiomes de construction A _
Meémeextension:

OXOY (Oz (zO X = zOY) O X=Y)

Axiome de la paire

Axiome de la réunion

Axiome des parties Notion de sous-ensemb le

. . , on note
Axiome de compréhension

Axiome de remplacement Xy

o la formule
Théorie ZFC

Axiome de choix Uz zOX O z0Y)

Et encore ...

Axiome de fondation , axiomes de grands cardinaux, ... par Faxiome : si XY et [J X alors X =Y
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Axiome de la paire 0 O Paire (suite) [ O
Avec deux ensembles x1 et x2 Notation
on peut construire un ensemble y qui les contient les deux. Sia=Db, on note {a} la paire {a, a}
Remarque
Ox10x20Y Oz zOY < (z=x10z =x2) {a,b}={a’,b}ssia=a’etb=b'oua=b'etb=a
{a}={a@}ssia=a'
On note {a, b} 'ensemble satatant cette formule pour
xl=aetx2=Db
Remarque cruciale
Il N’y a qu’'une seule sorte d’objets : les ensembles
Un ensemble peut étre élément d’'un autre ensemble
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Axiome de la réunion 0 O Propriétés de la réunion [ [
On peut construire Si X est la paire {a, b}, I'ensembl= [1X satishit
I'ensembléeY qui est la réunion de tous les ensembdésaint partie .
d’un ensemble donné X. Uz (zOY = Du (ubOX Oz0Ou), c-a-d

OXOY Oz (zOY = [u (ud X OzO u))
notation Y =0 X

Oz (zOY <« zOalOzOb)

On note cet ensemble_ah.

{a, b} O {c} est noté {a, b, c}

- R Q Ona:
- ‘ B y H zO{a,b,c}=z0O{a,b}0z0O{c} = (z=a)d(z=b)O(z=c)

etc.
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Axiome de partition 0 O

On peut former un ensemble dont les éléments sont tous les sous-
ensemble d’'un ensemble donné x. On note cet enséifple

OXOYOZ (ZOY - Ou@udZO udX))

P(X)

Si x a n éléments, Il y d'3ous-ensembles

D’oli la notation alternate pourP(x) : 2¢
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Une conséquence 0 O

Sion prend comme formule F[z] : = (z = 2)
On a
OX 0¥ Oz (zOY = (zOX 0= (z=2))

Comme aucun z ne peut saisé - (z = 2)
. il n'y a aucun élément dans y
. donc il iste unensemble vide

Par I'axiome d'etensionalité il est unique
Notation: & ou {}
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Schéma d’axiome de compréhension [ O

Pour former 'ensemble de tous les éléments de X qui satisfont une
formule F

Il s’agit d’une infnité d’axiomes de la forme:
OX Oy Oz (zOY < (zOX OF[z)]))

ou F est une formule du laage des ensembles et n est un entier

On note I'ensembl¢ par
{w OX | F[w]}.

Rem. F peutwir d’autres parametres[z, vq, Vo..., V]
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Tentative de simplification de I'ax. de [ [
compréhension

ybz (zOy = Flz])
c’est a dire
y ={w|Fw]}
on prend
Flz]=z0Oz

pour défnir lensemble des ensembles qui ne se contiennent pas eux-
mémes.

d’apres I'axiome simplié:
YOz (zOy < z[O 2)

G. Falquet, CUI, Université de Genéve 12de 20



1]
D

(suite) Paradoxe de Russel

ona:
Oz (zOy = zO2)

sionprendz =y
ydy < (ydy).
est toujoursdux, donc I'axiome est inconsistant

Avec 'axiome complet on a :

- IxyOz (zOy = zOxOz0O2)

- pour z=y:ylly « yUx Uy DYy,

- qui est satigfisable (YO y et y[J x).
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(suite)
Oz (zOb = (zO allz O z))
En posant z = b on déduit
bOb < (bOalObOb)
Comme a contient tous les ensembles (ppotinése), bl a est vrai
bOb < (bOb)
Ce qui ne peut jamais étre vrai
Donc nos formules de départ sont inconsistantes
Donc la formule 4-allv (v O a) est une conséquence des axiomes.

Donca n'existe pas
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L’ensemble de tous les ensembles ...

[ n
000

Peut-on @oir un ensemble a qui contient tous les autres comme

éléments ?
a doit satidire la formulelv (v O a)

'axiome de compréhensionec la formule 21 z est:
Ox [y Oz (zOy < (zOxOz0O 2))

En posant x = a on en déduit
Oy Oz (zOy = (zOaOz0O z))
donc on a un ensemble b tel que
Oz (zOb < (zO alzO z))
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Axiome de remplacement

Formule F[x, y]fonctionnellesi

Ox Oyq Oy (FIX, yq] DF[X, yo] O y1=Yo)

Schéma d’axiome de remplacement

F[x, y] fonctionnelled (Ox Oy Oz (zOy < Cw (w O x OF[w, z]))

y est I'image de x par la «fonction» F
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Paires 0 O n-tuples et produits 0o
Lapaire odonnée(a, b) est I'ensemble triple: (a, b, ¢) = (a, (b, ¢))
{{a}, {a, b}} n-tuple: (ay, a, ..., &) = (&, &, ..., &) = (&, &, (..., &))) = ...
On démontre produit cartésien gy x e, x ... x e,
si(a,b)=(a,b)alorsa=a'etb=b 'unique ensemble p tel que
Ox(xOpe K. Xy (O e O OXa O e OX = (X, --0 X))
{{a}, {a., b}} = {{a '}! {ali bl}} -
- ({a} ={a’} U{a, b} ={a, b}) U({a} ={a", b} O{a, b} ={a}) \
- ({a}={a} O{a, b} = {a, b)) c _ xx_
= (a=aetb=p
DEK
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Relations et Applications 0 O Produits et axiome de choix 0O
Relation n-aire sur a: sous-ensemble dexaax ... x a (n fois) = & Si | est un ensemble
Relation n-aire surjaa, ..., &, sous-ensemble dg &ay x ...x a, Unefamille d’'ensemblesindexéepar un ensemble | est une
application dont le domaine est |
Application f: un ensemble de paires ordonnées (X, y) qui adtisf a : unedmille indexée par I, a= a(i) = image par a de |
Ox Oyl Oy2 ((x, y1)OfO(x,y2)O f) O y1 =y2) Produit jq, 8 =
domaine (ensemble de départ) de f, I'ensemble des applications f telles que pour taut,if(i) [ .
{xOooOf|Oy(x ydf} Différence (intuitre) avec le produit cartésien: | peut étre mfi
image (ensemble d’arviée) de f Axiome de ¢ hoix
{yOOOf|Ix(xyOf} si aucun gn’est vide alor$1 7, g est non vide.
Application de a dans b: Ca a l'air complétement évident mais ca ne I'est pas, on ne peut le
application dont le domaine est a et I'image b déduire des autres axiomes !
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